Studio L2.mat, punto di formazione per Matematica e Fisica

Tema: Analisi Matematica. Integrazione indefinita

Applicazione del metodo di integrazione per sostituzione

Premessa teorica

Ricordiamo che un integrale indefinito la cui funzione integranda sia piuttosto complessa a volte puo essere
calcolato ricorrendo alla sostituzione di variabile per ridurre la forma analitica della funzione integranda ad
una piu accessibile. Sia

J' f (x)dx, con f:ACR—R l'integrale da calcolare.

Se esiste una funzione una ¢: BCR—A che sia biunivoca e derivabile, posto X=(t), sussiste la seguente
uguaglianza:

J' f (x)dx :I f (go(t))-(p'(t)dt , nella quale il fattore dx & stato sostituito dal differenziale primo della funzione
o(t).
Se con la sostituzione effettuata si riesce a calcolare l'integrale,

I f(p(t))-@'(t)dt=F(t)+c,

si puo utilizzare I'espressione della funzione inversa t=¢(x), che esiste perché ¢ & biunivoca per ipotesi, per
ritornare alla variabile indipendente originaria X. In definitiva sussistono le seguenti uguaglianze:

J.f(x)dx: If((p(t))-gp'(t)dt: F(t)+c = F((p’l(x))+c

kKK kkk

Calcolare gli integrali indefiniti che seguono utilizzando il metodo di integrazione per sostituzione.

1. Ix-e3x’ldx R: %(3x—1)~e3x‘1+c

2
2. J‘x-\/x+ldx R: E(3x2+x—2)~ X+1+cC
3. jzx_sdx R: M-\ll—wrc

J1-x 3

(4x +3)7 (4x+ 3)6

4. Ix(4x+3)5dx R: PR

5. J.LZ R: larctg(5x+7)+c
1+(5x+7) 5

6. ILZ R: ﬁarctg[zx_l}rc
2+(2x-1) 4 2

7. J.zL R:ﬁarctg Sx 11 +c
25x% +10x +4 15 3
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Elaborazioni

. . . - N C t+1
1. Peril calcolo di questo integrale utilizziamo la sostituzione 3x-1=t, da cui si ricava x = % = (p(t) e

quindi risulta dx :édt . Eseguiamo il calcolo dell’integrale indefinito:

jx~e3x’ldx: %-et %dt: %_f(te‘+e‘)dt: %Ite‘dn%je‘dt;

il primo integrale si calcola applicando il metodo di integrazione per parti (assumendo la funzione
esponenziale come fattore differenziale) ed il secondo integrale & immediato. Si ha:

—Itedt— (te Iledt) 9(te —e)
%je‘dt:%e‘

quindi %Ite‘du%je‘dt = %(tet —e‘)+%et +c= %tet +c,
e tornando alla variabile X si conclude
J'x e dx = 9(3x 1)e**+c
2. jx-ﬁdx
Nota teorica - Gli integrali indefiniti del tipo jP(x)-de , con P(X) polinomio di qualsiasi grado

nella variabile X, si risolvono con la sostituzione «Jax+b =t, dove ovviamente risultera t>0. Si ricava
X in funzione della nuova variabile e la si sostituisce nella funzione integranda; I'espressione
ottenuta sara un polinomio nella variabile t che si potra integrare agevolmente e a conclusione si

sostituira t con v/ax+b per ricondursi alla variabile originaria X.
Per I'integrale in esame poniamo x+1=t, da cui x =t> —1— dx = 2tdt ; l'integrale indefinito
assume la seguente forma

t3 2 5 2 3
j(t —1) -t-2tdt = 2j dt— Z[E—EJ+C= E~(\/x+l) —5-(\/x+1) +C=
2 2 2 6 2 10
= (x+1) X +1-=-(x+1)fx+1+c = [—~(x+1) ——~(x+1)]\/x+l+c:
5 3 15 15
1 2
E(6x2+2x—4)- X+1l+c= E(3x2+x—2)-\/x+l+c

I _IZX 3dx Poniamo 1-x =t, dacui 1-x=t> > x=1-t> > dx=-2tdt, quindi si ha

3

sz 3 dx = | 21-¢ )_3-(—2)/)dt= —2[(—2t2—1)dt:2(2-%+t]+c: %t3+2t+c=

Vi-x b4
) 2w o= 20 2w o= = 22 i

4, Ix(4x+3)5 dx ,con4x+3=t siha X:E—mx:ldt, quindi
4 4

s t=3 51 1o oo 1(tT _t° toe & 7 1 6
IX(4X+3) dX—ITt Zdt— Ej(t -3t )dt— E(——3 6 = m(4x+3) —3—2(4)(-‘1-3) +C
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5. jLz,con 5x+7=t—>x=ﬂ—> dx=ldt per cui si ha
1+(5x+7) 5 5
dx 1 1 1, 1 1 1
'[1+(5x+7)2 :I1+t2-gdt: g.[mdtzg-arctg(tﬁc: g~arctg(5x+7)+c

Osservazione - L'integrale sviluppato in questo punto e i due successivi si possono calcolare anche
veIocemente riconducendoli all'integrale immediato che segue:

dx

I = I > =arctg (@(x))+c.

1+[¢ 1+[
Infatti, possmmo scrivere

5.d d(5x+7

j :_j X 1J ( )2: 1~arctg(5x+7)+c

1+(5x+7) 1+(5x+7)" 5 1+(5x+7) S

6. .[Lz

2+(2x-1)
Per il calcolo di questo integrale, simile nella struttura all’integrale sviluppato nel precedente
punto, non conviene effettuare subito la sostituzione di variabile ponendo 2x-1=t ma trasformare la
funzione integranda intervenendo sul denominatore come di seguito indicato:
j dx _J‘ dx _ 1J~ dx

2+(2x-1) (2x-17 | 27 (2x-1Y

2|1+ =L 1+
2 V2
A questo punto si effettua la sostituzione di variabile ponendo
Zi(/%l =t, da cui si ottiene x = V2141 , quindi anche dx =§dt . Procediamo con il calcolo
deII'integraIe.
2 2x-1
—j = EJ' 1 A -ﬁdt= QJ‘ ! ~dt = £~arctg(t)+c= £~arctg[ X j+c
(2)( 1) 2°1+t% 2 4 Y1+t 4 4 2
V2
dx
7 [
25x° +10x+4

Per il calcolo di questo integrale notiamo che il discriminante del trinomio di secondo grado e
negativo A =10° —4-25-4=-300 e che possiamo scrivere il trinomio come somma di due quadrati

nella seguente forma 25x* +10x+4 = 3+(5x +l)2. Cio premesso eseguiamo i calcoli:

dx
'[25X +10X+4_'[3+ 5x+1 __'[ (5x+1)

B3

Poniamo ora SXT;:l =t,dacui x= RE e dx =£dt . La forma dell’integrale diventa
! dt =—3ar tg()+c=£arctg Sl
391+t 15 J3
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